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Quadratsummenzerlegung

Gegeben sei das Modell (2.1) mit Design-Matrix X und
rg(X)=p+1=:p. (3.1)

Dann gilt:

(Y=Y)V(Y=Y) = (Y=-Y)(Y=-YV)+(Y=-Y)(Y-Y) (32)
SST SSE SSM

Interpretation:

SST : Gesamt-Streuung, (korrigierte) Gesamt-Quadratsumme, “Total”
SSE . Fehler-Quadratsumme, “Error”
SSM : Modell-Quadratsumme, “Model”
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Zerlegung ohne Absolutglied

Die Zerlegung (3.2) setzt ein Absolutglied in der Regression voraus.

Weitere Zerlegung, die nicht notwendig ein Absolutglied in der Regression

voraussetzt:
/ - IR VAY Y, VA Y
Y'Y = gY Y)V(Y YZ+ Y'Y (3.3)
SST* SSE SSM*
SST* . nicht korrigierte Gesamt-Quadratsumme )
Erfasst auch Abweichungen von Y = 0 und nicht nur von Y.
SSE . Fehler-Quadratsumme, wie bei (3.2)
SSM* . nicht korrigierte Modell-Quadratsumme
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.3)

Y'Y = Y'IY
=Y'(Q+P)Y
—Y'QY + Y'PY
—Y'QQY + Y'PPY
— e+ Y'Y ged

P und Q Projektionsmatrizen.
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.2) |

Wir definieren:
P.=e(e'e) e, Qe=1—Pemit e=(1,1,...,1)". (3.4)
P. entspricht der Regression auf eine Konstante (E(Y) = So)

P.Y= Y (. Mittelwert bilden*)
ReY = Y =Y (,Mittelwertsbereinigung")

(Y =Y)Y(Y =Y)=Y'Q.Q.Y = Y'Q.Y
= Y'Qe(Q+P)Y = Y'QeQY + Y Q.PY
(+)
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.2) II

(¥) QeQY = Q€ =é=QY
/]\
,Residuen haben Mittelwert 0"
(*) QePAQePY — QePQeY Qe ( V)
:QePY_QePV —Qey Qey Qe —0
/I\

»Regression auf Y und Y liefert Identitit”

(Y =Y)Y(Y =Y)=Y'Q.Q.Y =Y'Q.Y
= Y'Qe(Q+P)Y =Y QeQY + Y Q.PY

vy + Y Q.PQ.PY

— &6+ Y'P'Q.PY
=(Y-Y)(Y-Y)
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Erwartungswerte der Quadratsummen

Wir betrachten das multiple Regressionsmodell (2.1) mit (2.2) bis (2.4)
und

P.=e(e'e) e, Qe=1I—Pemit e=(1,1,...,1)"

Dann gilt fiir die Erwartungswerte der Quadratsummen:

E(SST')=E(Y'Y) = o°n+8X'X83 (3.5)
E(SST)=E(Y -Y)(Y=Y) = o (n—1)+ ' (QX)'(QeX)S (3.6)
E(SSE)=E(&'¢8) = o°(n—p) (3.7)
E(SSM*)=E(Y'Y) = o°p +8'X'X3 (3.8)
E(SSM)=E(Y - Y)(Y-Y) = o’p+8(QX)(QX)8 (3.9
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Bemerkungen

© Die stochastischen Eigenschaften der Quadratsummen werden zur
Konstruktion von Tests beziiglich 8 genutzt

Q 5:O:>E(Y’Y):02n
Q 51,..8,=0= E(S5M) =o?%p

Zum Nachweis von 3. benutzt man, dass Q. der
» Mittelwertsbereinigungs- Operator" ist:

RQex = (I — Pe)x =x—X

Die erste Spalte von Q.X ist also der Nullvektor.
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Beweisidee

Allgemein berechnet man den Erwartungswert von quadratischen Formen
wie folgt:

n n

E(yiay) = E Ziaym Zzzn:aijE(Yi\G)

i=1 j=1 i=1 j=1

= D Y aE(YDE(Y) + )Y ayCov(Yi, V)

= E_(Y)_’AE(Y)+5P(AV(Y—)) _

V(Y) := Varianz-Kovarianzmatrix von Y

Unter Benutzung von Sp(AV(Y)) = sp(A) * 02 = rang(A) * o2 fiir
Projektionsmatrizen erhalt man obige Identitaten.
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Mittlere Quadratsummen

Wir definieren entsprechend der Zahl der Freiheitsgrade die mittleren

Quadratsummen:

Lineare Modelle

SoSe 2014

MST™

MST

MSE

MSM*

MSM

SST™

n
SST
n—1

SSE
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(3.13)

(3.14)
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Verteilungsdefinitionen

Normalverteilung

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor Z heiBt multivariat normalverteilt,
falls fiir seine Dichtefunktion gilt:

! e —l(z— )
Vdet X\/(2m)" A8 PR

mit positiv definiter, symmetrischer Matrix .

f,(z) = 'Yz — ) (3.15)

Bezeichnung: Z ~ N,(u, X)

Lineare Modelle SoSe 2014 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 62 / 108



Eigenschaften der Normalverteilung

Ist Z ~ N,(u, ), so gilt:

© Momente:
E(Z) =
V(Z) = X

© Lineare Transformationen:
Ist A: R"” — R™ eine lineare Tranformation mit rg(A) = m

— AZ ~ Np(Ap, AZA) (3.16)

© Orthogonale Transformation in unabhingige Komponenten
(Spektralzerlegung)
Es existiert eine Matrix T € R"™" mit T'T = | und
TXT' = diag (A1,...,An), so dass

TZ ~ No(Tp, diag (M1,...,\n)) gilt. (3.17)
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Chi-Quadrat-Verteilung |

Ist Z ~ N,(u, ) so heiBt X = Z'Z (nicht-zentral) Chi-Quadrat-verteilt.

Bezeichnung;: X ~ x%(n, )

n Zahl der Freiheitsgrade
0 := p'p: Nichtzentralitatsparameter

Im Fall § = 0 erhilt man die zentrale x?(n)-Verteilung.
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Chi-Quadrat-Verteilung |l

Eigenschaften: Ist X ~ x?(n, d), so gilt:
© Momente:

E(X) = n+9d
V(X) = 2n+49

O Aligemeiner Bezug zur Normalverteilung

Z ~ Np(p, X) — Z'Y 1 Z ~ P (n, )T ) (3.18)
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t-Verteilung

Seien Z und W voneinander unabhiangige ZufallsgroBen mit

Z ~ N(6,1),
W ~ x?(n).

Dann heiBt X = —<_ (nicht-zentral) t-verteilt.

w

n

Bezeichnung: X ~ t(n,d)
n: Zahl der Freiheitsgrade,
0:  Nicht-Zentralitatsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ t(n,d),so gilt:

E(X) = 5@*22? fiir n > 1.
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F-Verteilung

Seien Wi und W, voneinander unabhangige ZufallsgroBen mit

Wl ~ Xz(nlaé)
Wo ~ x*(m)

Dann heift X = %;Z; (nicht-zentral) F-verteilt.

Bezeichnung: X ~ F(ny, ny,9)
ni:  Zahlerfreiheitsgrade
ny:  Nennerfreiheitsgrade
0: Nichtzentralitatsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ F(ny, n2,6), so gilt:

E(X) = —2

n2—2

Lineare Modelle SoSe 2014 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

(14 6/np) fiir ny > 2.

(3.20)

67 / 108



Unabhdngigkeit von Quadratsummen (Satz von Cochran)

Sei Z ~ N(u, 1), dim Z = n,
A€ R™N A=A rg(A)=r, A2 = A,
BeR™ B2=B, B=8,

Ce R,
Dann gilt:
Z'AZ ~ x2(r, i Ap) (3.21)
CA=0 =— (Zund Z'AZ sind unabh. (3.22)
AB=0 — Z'AZund Z'BZ sind unabh. (3.23)
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Beweis von (3.21)

Spektralzerlegung von A (3.17)
A=TXT

COE

da A2=A

= Z'AZ=2'TEXT'Z
Var(T'Z) = T'IT = |

= Z'AZ = 7Y 7 =51 22 ~ x3(r, i) Ap)
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