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e Metrische EinfluBgroBen: Polynomiale Regression,
Trigonometrische Polynome, Regressionssplines,
Transformationen.
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0 Variablenselektion

Q Das allgemeine lineare Modell: Gewichtete KQ-Methode,
Autokorrelierte und heteroskedastische Storterme

e Das logistische Regressionsmodell
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Sir Francis Galton

Sir Francis Galton (1822-1911) , Regression toward mediocrity in
hereditary stature”
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Der Begriff Regression

Originaldaten von Galton nach Blend/Altman
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Zusammenhang zwischen GroBe der Eltern und ihrer Kinder

E(Y) = Y +0.66(X—X)
E(Y) = 0.66X +Y —0.66X

Y: GroBe des Kindes X: GroBe der Eltern
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Gibt es eine Midlife - Crisis ?

Daten uber die Zufriedenheit von Personen

E( Yt) — 50 + lelt + 62X2t + 53 |Og(X3t) + B4X4t + ...
+BaAl + BaAl?

x-Variablen: Gehalt, Geschlecht, Gesundheitsstatus etc.

— multiple lineare Regression
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Botanik: Wachstum von Pflanzen

In einem Versuchswald wird bei einem Teil der Baume eine Kalkung
vorgenommen. Annahme von linearem Wachstum.

E(Yiit) = Bo + Bi(t — to)

Yiir : Baumhohe von Baum i in der Gruppe j zum Zeitpunkt t
B; : Wachstumsparamter in Gruppe j (j=1: Kalk, j=2: kein Kalk)

— Kovarianzanalyse
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Padagogik

Zusammenhang zwischen Lesefahigkeit und Lehrmethode

E(Yy) = Bo + Bixj + a;

x1jj : Zahl der Forderstunden
o : Klasseneffekt

—— Gemischtes lineares Modell
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Medizin, Epidemiologie

Zusammenhang zwischen dem Auftreten von Chronischer Bronchitis
(CBR) und Staubbelastung am Arbeitsplatz.
Studie: 1246 Arbeitnehmer

P(Yi _ 1) — G(ﬁo -+ 61X1,- + 52X2i + 53/Ri)

Variablen:

Y : Indikator fiir CBR

x1 . Staubkonzentration am Arbeitsplatz
xp : Dauer der Exposition

IR : Rauchstatus (ja/nein)

— Logistisches Regressionsmodell
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Das einfache lineare Regressionsmodell

Y, = Bo+0ixi+ei; i=1,....n (1.1)

E(¢i)) = O (1.2)

Vi) = o (1.3)

{e;ili=1, ..., n} stoch. unabhéingig (1.4)
g ~ N(0, 0?) (1.5)

Y:: ZielgroBe (ZufallsgroBe), abhangige Variable
x;: feste bekannte EinflussgroBe, unabhangige Variable
g;. Zufallsfehler
Bo, B1, 0% unbekannte Parameter
n: Anzahl der Beobachtungen
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KQ-Schatzung

Wir betrachten Modell (1.1).
Dann heiBt:

n

(B0, 1) = arg min B (Y = fo— )’ (1.6)
i3

KQ-Schatzer (Schitzer nach der Methode der kleinsten Quadrate)

&= Y;— By — f1x; heiBen Residuen. (1.7)
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Existenz und Berechnung des KQ-Schatzers

Der KQ-Schitzer existiert und ist eindeutig, (falls >_7 , (x; — X)? # 0):

A Sx 1 7: Xj — X \/, — \_/
R o NCE e
Bo = Y -pix. (1.9)

Beweis: o
Durch Differenzieren von (1.6) erhalt man: (3, 51) sind Losung der

Normalgleichungen .
Y& =0 (1.10)
i=1

d &ixi = 0 (1.11)
=1
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Interpretation der Modellparmeter |

Yi = Bo+bixitein i=1,...,n
E(Y|X) = po+ Bix

Systematische Komponenten: 53y + 31x;

@ Zentrale GroBe ist der Steigungsparameter 31

Wenn X um eine Einheit steigt, dann steigt Y im Durchschnitt um
£1 Einheiten

Die GroBe von 31 hangt von der Einheit von X ab. Sie kann also nur
in Zusammenhang mit X interpretiert werden.

@ Interpretation des Achsenabschnitts (y:

Erwartungswert von Y bei X=0. In vielen Fallen irrelevant
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Interpretation der Modellparmeter ||

Yi = Bo+DPixite; i=1,...,n
E(Y‘X) — Bo—l—ﬁlx

Stochastische Komponente : Storterm ¢

@ Interpretation des Parameters o:
Standardabweichung des Storterms.

MaB fiir die durchschnittliche Abweichung der Y-Werte von der
Regressionsgeraden.
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Eigenschaften des KQ-Schatzers |

Gegeben sei Modell (1.1) mit Annahme (1.2).

Yi=00+ Bixi+¢ei; 1=1,...,n (1.1)
E(€,’) =0 (1.2)
@ Dann ist (BAO, Bl) ein erwartungstreuer Schatzer fiir (6o, f1):

E(Bo, Br) = (Bo, B1)- (1.12)
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Eigenschaften des KQ-Schatzers 1l

@ Fiir die Varianzen von (8y, (1) gilt unter den Annahmen (1.3),

(1.4):

\/(6,‘) — 02 (13)

{e;|i=1, ..., n} stoch. unabhingig (1.4)

Vi) = T = ons (113

2, (xi = X)
TR [ Y S P
X — X)2 n nSX
EN T
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Eigenschaften des KQ-Schatzers Il

© Unter der NV-Annahme (1.5)

g; ~ N(0, 0%) (1.5)

ist der KQ-Schitzer (5, /1) ML-Schitzer.
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Beweis des Satzes |

@ Es ist zu beachten, dass die x; fest sind und dass die einzige stochastische
Komponente des Modells ¢; ist.

S (Y= Y)(xi — ?)]
Z7=1(Xi — X)?
1

:Z:?:l(xi — X)? ; E[(Bo + Bixi +€i — Bo — Pix — &)(xi — X)]

E(f) =E [

= (i,- —5 2M(Bo+ B+ Eleil = By = i~ E[ED) (s - %)

By ( “3p 2 Zﬁl(x, —X)(xi —X) =

E(Bo) =E[Y — pix] = E[Bo + BiX + &] — BixX = So

© Ubung
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Beweis des Satzes ||

© Die Likelihood von Beobachtungen (y;, x;) lautet:

n — . 2
L(yi, -\ Yn, X1, 5 Xn) = H(\/2>|<7r>|<02) 1exp [_ [61(/3200,2[31)] ]

i=1

1 n
InL(y1, -, ¥Yn, X1, " yXn) = —n/2*|n(g2*2*w)—@;5%

Da die Parameter 5o und 51 nurin > 7 | £2 vorkommen, entspricht die
Maximierung von In L(y;, x;) der Minimierung von .7 . 7. Damit
entspricht die KQ-Methode der ML-Methode.

Als ML-Schitzung von o ergibt sich nach Einsetzen von &; := s,-(Bo,ﬁl):

n

o = — Ej
n

=1

Dieser Schatzer ist nicht erwartungstreu. Daher wird er selten verwendet.
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Schitzung von o2 und Konfidenzintervalle fiir 3, und 3; |

Gegeben sei das Modell (1.1) bis (1.4).

@ Dann ist

n

6% = nizzé,?: ni2Z(Y,-—(BO—|—le,-))2 (1.15)
=1

=1

ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2.
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Schiatzung von o2 und Konfidenzintervalle fiir 3, und 3; 1l

© Unter der Normalverteilungsannahme (1.5) gilt:

1 .
=D &~ Xao (1.16)
i=1
(Bo, B1) und 62 stochastisch unabhangig (1.17)

Lineare Modelle SoSe 2014 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 25 / 233



Schitzung von o2 und Konfidenzintervalle fiir 3, und 3; I

© Unter (1.5) gilt fiir die Schitzer 51 und fFp :

A2

b Aﬁl ~ o mitdy = (1.18)

75 \ 0P

=1

; > K
M ~  tpp mit G5 = |62 | — (1.19)

i \ e Rp

L =1 -
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Schitzung von o2 und Konfidenzintervalle fiir 3y und 3; IV

@ Konfidenzintervalle zum Niveau 1 — « fiir 81 und 5y unter
Normalverteilungsannahme (1.5):

[B1 — 85 ti—ase(n—2); B1+ 65 tiap(n—2)]  (1.20)
[Bo =65, t1—as2(n—2);fo+ 85 t1ap(n—2)]  (1.21)

ti—a/2(n —2): 1 — a/2-Quantil der t(n — 2)-Verteilung.
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Beweis

Teil 1 und Teil 2 spater als Spezialfall im multiplen Regressionsmodell

Teil 3:
Def. t-Verteilung: X; ~ N(0;1) ) X
2 1
X2 ~ Xhn > ~ tp
X1, Xo unabh. %

A o
51NN(5172(XI_)—<)2>7 da 51 ZZ 2.yl NV
(Summe von unabh. NV ZG)

Aus der Def. der t-Vert. und Teil 2 = Behauptung

Teil 4:
Standard Konstruktion von Konfidenzintervallen
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Beispiel: Analyse von Daten aus Reihengrabern in Wenigumstadt

Fragestellung: Zusammenhang zwischen Alter (zum Todeszeitpunkt)
und Knochenbalckchendicke des 4. Lendenwirbels

Im Zentrum der Interpretation stehen
@ Parameterschatzung von (1

@ Schatzung der durchschnittlichen Abweichung von der
Regressionsgeraden

@ R?

Probleme
@ Messfehler
@ sehr kleine Werte

@ Xx; sind zufallig

Lineare Modelle SoSe 2014 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 29 / 233



Quadratsummenzerlegung |

Gegeben sei das Modell (1.1). Dann gilt:

0 n n n
Y= VR=D (V= V)R +> (Vi V) (1.22)
SST SSE SSM
mit den angepassten GroBen Y= 30 + le,- (1.23)
SST:  Gesamtstreuung von Y Sum of Squares Total
SSE:  Streuung der Residuen Sum of Squares Error

SSM:  Streuung, die das Modell erklart Sum of Squares Model
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Quadratsummenzerlegung ||

° SSM SSE
RP="—=1—— 1.24
SST SST ( )
heiBt Bestimmtheitsmal.
Es gilt

ryy = Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson.
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Bemerkung

Zu den obigen Quadratsummen wird iiblicherweise die Zahl der
Freiheitsgrade angegeben. Sie bezeichnet die Anzahl der frei
bestimmbaren Summanden der obigen Quadratsummen (bei geg. x;)

bei SST: > (yi—y)=0
= df=n-1

bei SSE: NGL liefern 2 Restriktionen
= df=n-2 (Z g =0; ZE,‘X; = O)

bei SSM: > (y; — )7)2 — 2(30 + BlXi — )7)2 = Z(Bl(X/{ — >_<))2
= df=1 (durch Wa&hlen von 1 y-Wert liegt 51 fest)
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Beweis

Beweis von 1)

D=y =) (i—9i+3—-7)
= i 9 +) Gy +2) (yi— 9 —7)

C

C:Zé\i(BO‘FBlXi_)_/) =0
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Interpretation von R?

R? ist das zentrale MaB Anpassungsgiite der Regression

@ Anteil der Varianz von Y, die durch X erklart wird
@ R ist skalenunabhangig
@ R ist symmetrisch bzgl. X und Y

@ Vorsicht: R? hingt auch von der Streuung von X in der Stichprobe
ab
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Prognose |

In Modell (1.1) mit (1.2) - (1.4) betrachten wir eine weitere
Beobachtung x,.1 mit zugehorigem unbekanntem Y,1. Der
Prognosewert von Y, ist gegeben durch

N\

Yoi1 = Bo + Bixns (1.26)

Fir den Erwartungswert und die Varianz des Prognosefehlers gilt:

E[»“/,,H—Y,,H} ~ 0 (1.27)

~ 1 i1 — X)?
V [Y,,H _ y,,ﬂ} _ 2 ppt g e =X (1.28)

" Z(X _ %)
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Prognose ||

Prognoseintervall fiir y, .1 zum Niveau 1 — «a:

[Yor1 =8¢ tiap(n—=2); Va1 + 8¢ ti_a(n—2)] (1.29)

mit 62%“ =6% |1 +1/n+ (Xpp1 — X)?/ (Z(x,- — i)zﬂ (1.30)

=1
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Bemerkungen

© Alle Aussagen gelten nur unter der zentralen Modellannahme des
linearen Zusammenhangs von E(Y) und x.

@ Transformationen sind grundsatzlich méglich. Zu beachten sind
dann die geanderte Interpretation der Modellparameter und der
Modellannahmen. Insbesondere ist

Elg(Y)] # g[E(Y)]

© Das lineare Modell ist in vielen Beispielen eine sinnvolle Naherung
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Lineares Modell als sinnvolle Annaherung |

Gegeben sei ein quadratisches Modell:
Yi=x"+emit E(e) =0, x1 =0,%=1,x=2und y1, 2,3
Angenommen wird aber ein lineares Modell: KQ-Schatzung

Yi = Bo+ Bixi + €

Y (=R — V) N

R > Y P )

= %(—1E(Y1—)7)+1E()/3—)7)) ~ o

- %(—0%4):2

E(fo) = EG-fix)=2-2-1= - i
(60) — (y — le) — § et L — _§ —|1 (.) l ; ;
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Lineares Modell als sinnvolle Annaherung 1l

Je nachdem, wie die x-Werte (unter Annahme der Richtigkeit des
quadratischen Modells) liegen, bekommt man eine andere
Regressionsgerade (bei Annahme eines linearen Zusammenhangs).

@ Nadherung im Bereich [0, 2] ist akzeptabel (abhdngig von der GroBe
des Storterms).

@ Prognose auBerhalb von [0, 2] ergibt falsche Ergebnisse. Auch das
Prognose-Intervall ist vollkommen falsch: z.B. x = —1 ergibt eine
Prognose von y = —1, obwohl y =1 richtig ist.

Lineare Modelle SoSe 2014 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 39 / 233



